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Célculo I. Examen IV

Ejercicio 1.
1. (2 puntos) Escribe los siguientes enunciados (sin demostraciones):

= Axioma del supremo.
» Principio de buena ordenacién de N.
» Propiedad arquimediana del orden en N.

= Definiciéon de conjunto denso.

2. (2 puntos) Enuncia y demuestra el Teorema de caracterizacién del supremo
(incluyendo la caracterizacién por sucesiones).

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Demuestra que la suma de los cubos de tres naturales
consecutivos es siempre multiplo de 9.

Esto es equivalente a probar que
vneN Tk, eN:n*+ (n+ 1>+ (n+2)° = 9%,
Lo haremos por induccion:

* Cason=1

P+ (n+1P+n+2°=1+84+27=36=9-4 Si (k; =4)

* Supuesto cierto para n (hipétesis de induccién) n® + (n + 1)3 + (n + 2)3 =
9%k, (k, €N)
.Sera ciero para n + 17 Veamos...

n+1P+n+2°+m+3)°=n+1)°+n+2)>+n°+9n*+2Tn +27 =

=03+ (n+ 1P+ (n+3)° +9(n? +3n+3) L 0k, + 9(n® + 3n + 3) =
=9 (k, +n*+3n+3) = Si

- 7
-~

k'n+1

Luego queda demostrado por induccién.

Ejercicio 3 (3.5 puntos). Considera r € R (fijo) y sea z,, = 7™, Vn € N (observa que
Ty =TY Tpy1 = 1T, Vn € N). Justifica la posible monotonia, la posible acotacién
y la posible convergencia (calculando, en su caso, el limite) de la sucesién {z,},
distinguiendo los casos siguientes:

1. Casosr=0,r=1,r=—1.
2. Casor € ]0,1].

3. Casor > 1.

4. Casor e |—1,0[.

5. Casor < —1.
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n
Consideremos también y, = > 7% ¥n € N.
k=0

1 — prtl
1. Si r # 1, demuestra que: ¥y, = 1—,‘v’n e N.
—r
2. Teniendo en cuenta todos los apartados anteriores, ;jpara qué valores de r sera
convergente la sucesién {y,}?



